Logik����NICHT�UND�ODER�WENN-DANN�GENAU-DANN��w(a)�w(b)�w((a)�w(a(b)�w(a(b)�w(a(b)�w(a(b)��F�F�W�F�F�W�W��F�W�W�F�W�W�F��W�F�F�F�W�F�F��W�W�F�W�W�W�W��a(b		bedeutet „a ist hinreichend für b“

(c((d		bedeutet „c ist notwendig für d“

Weitere Äquivalenzen

((a(b)	(	((a)(((b)	De

((a(b)	(	((a)(((b)	Morgan

(a(b)	(	[((b)(((a)]

(a(b)	(	[(a(b)((b(a)]

( a	bedeutet: für alle x(M gilt w(a)=W

x(M

V a	bedeutet: es gibt mindestens ein x(M, für das gilt w(a)=W

x(M

Äquivalenzen

([( a] (V((a)

   x(M     x(M

([V a] ((((a)

   x(M     x(M

Der Körper C der Komplexen Zahlen��Normalform komplexer Zahlen die komplexe Ebene��Definition:

� EINBETTEN Equation.2  ���    � EINBETTEN Equation.2  ��� heißt „komplexe Zahl Z in Normalform“

Gleichheit:

Seien � EINBETTEN Equation.2  ���	dann gilt:	� EINBETTEN Equation.2  ���

Komplexe Ebene (Gauß- Ebene)

Die Punkte einer Ebene lassen sich nicht hintereinander anordnen wie dir reellen Zahlen, deshalb gibt es keine Ungleichungen in C, d.h. es ist sinnlos!

Bezeichnungen Re(Z), Im(Z), Z*��sei � EINBETTEN Equation.2  ���

Dann heißt	� EINBETTEN Equation.2  ���	Realteil von Z

		� EINBETTEN Equation.2  ���	Imaginärteil von Z

� EINBETTEN Equation.2  ��� heißt konjugiert komplex zu � EINBETTEN Equation.2  ���

Man kommt zum konjugiert komplexen Ausdruck, indem man im ursprünglichen Ausdruck � EINBETTEN Equation.2  ��� durch � EINBETTEN Equation.2  ��� ersetzt.

Offensichtlich gilt: � EINBETTEN Equation.2  ���



Der Betrag� EINBETTEN Equation.2  ���einer komplexen Zahl Z��wird wie bei reellen Zahlen als Abstand des betreffenden Punktes von 0 (Ursprung) definiert.

Definition:	� EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ���

Die gegenseitige Umrechnung von kartesischen Koordinaten (x,y) und Polarkoordinaten (r,() in der (reellen) x,y- Ebene��� EINBETTEN Equation.2  ���                       Vereinbarung: � EINBETTEN Equation.2  �����Achtung : auf Winkel achten!

Die Polar- und Exponentialform komplexer Zahlen��� EINBETTEN Equation.2  ����heißt Betrag von Z��� EINBETTEN Equation.2  ����heißt Arkus von Z��� EINBETTEN Equation.2  ���

Geht man in (*) zum konjugiert komplexen über, so erhält man eine zweite Eulersche Formel:

� EINBETTEN Equation.2  ���

Die Grundrechnungsarten��Addition und Subtraktion (in Normalform)��� EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ���        (Dreiecksgleichung)��Abstand der Punkte � EINBETTEN Equation.2  ���und � EINBETTEN Equation.2  ���ist � EINBETTEN Equation.2  �����Multiplikation in Normalform��� EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ���







Division in Normalform��� EINBETTEN Equation.2  ���

Multiplikation und Division in Polar- und Exponentialform��� EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ���

Multiplikation mit j und Division durch j

� EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ���

Inversion (= Bildung von � EINBETTEN Equation.2  ���)

� EINBETTEN Equation.2  ���



Das Potenzieren komplexer Zahlen (Spezialfall: ganzzahliger Exponent)��Sei � EINBETTEN Equation.2  ��� und � EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ���

Zur Definition von � EINBETTEN Equation.2  ��� benötigt man den komplexen Logarithmus:

� EINBETTEN Equation.2  ���

Polynome und algebraische Gleichungen��Der Fundamentalsatz der Algebra��Eine algebraische Gleichung n-ten Grades

� EINBETTEN Equation.2  ���

besitzt genau n (evtl. mehrfache) komplexe Lösungen

Sind alle � EINBETTEN Equation.2  ���, so treten als Lösungen auf

- einfache oder mehrfache reelle Lösungen und/oder

- einfache oder mehrfache konjugiert-komplexe Lösungspaare

Die allgemeine binomische Gleichung n-ten Grades��� EINBETTEN Equation.2  ��� besitzt n Lösungen

Algebraische Gleichungen vom Grad � EINBETTEN Equation.2  �����Spezialfall:	� EINBETTEN Equation.2  ���	Substitution: � EINBETTEN Equation.2  ���(� EINBETTEN Equation.2  ���

Zerlegung eines Polynoms in Linearfaktoren��Horner-Schema��� EINBETTEN Equation.2  ���

�				� EINBETTEN Equation.2  ���

�� EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ����...........�� EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ����...........�� EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  �������� EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ����...........�� EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  �����				� EINBETTEN Equation.2  ���

Ergänzung zum Rest R: 

Der Rest ist der Polynomwert von � EINBETTEN Equation.2  ���, ist der Rest � EINBETTEN Equation.2  ���, dann handelt es sich um eine Nullstelle.

Satz zur Linearfaktorzerlegung��� EINBETTEN Equation.2  ���	„sogenannte Linearfaktorzerlegung“

Reelle Funktionen � EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ��� heißt gerade, wenn � EINBETTEN Equation.2  ��� (Achsensymmetrie zur y-Achse)

� EINBETTEN Equation.2  ��� heißt ungerade, wenn � EINBETTEN Equation.2  ��� (Punktsymmetrie zum Ursprung)

� EINBETTEN Equation.2  ��� heißt periodisch, wenn � EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ��� heißt beschränkt, wenn es zwei reelle Zahlen � EINBETTEN Equation.2  ��� gibt, so daß � EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ��� heißt streng monoton� EINBETTEN Equation.2  ���, wenn gilt � EINBETTEN Equation.2  ���75

Umkehrfunktion��Die Graphen von � EINBETTEN Equation.2  ��� und � EINBETTEN Equation.2  ��� liegen spiegelbildlich zur Geraden � EINBETTEN Equation.2  ���.

Exponentialfunktion � EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ���

Logarithmusfunktionen��� EINBETTEN Equation.2  ���





Hyperbelfunktionen��� EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ���

Areafunktionen��� EINBETTEN Equation.2  ���

Trigonometrische Funktionen��Überlagerung von Sinusschwingungen��� EINBETTEN Equation.2  ���























Differentialrechnung für Funktionen � EINBETTEN Equation.2  �����Grenzwertsätze��� EINBETTEN Equation.2  ���

Ableitungen elementarer Funktionen��� EINBETTEN Equation.2  ������� EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  �����







Ableitungsregeln��� EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ��� (Produktregel)��� EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ��� (Quotientenregel)��� EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ��� (Kettenregel)��Die Ableitung der Umkehrfunktion��� EINBETTEN Equation.2  ���

Kurven in der Ebene��Verschiebung des Koordinatensystems um den Vektor � EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ���

Drehung des Koordinatensystems um den Winkel (��� EINBETTEN Equation.2  ���	(	� EINBETTEN Equation.2  ���

Ebene Kurven in Parameterdarstellung��� EINBETTEN Equation.2  ���

Diskussion von Kurven in Parameterdarstellung��� EINBETTEN Equation.2  ���		� EINBETTEN Equation.2  ���

Folgerungen aus � EINBETTEN Equation.2  ��� für die Kurvendiskussion:

Man bestimmt zunächst getrennt die Nullstellen von � EINBETTEN Equation.2  ��� und von � EINBETTEN Equation.2  ���.

Folgende Fälle sind möglich:

� EINBETTEN Equation.2  ����

(Tangente parallel zur x-Achse��� EINBETTEN Equation.2  ����

(Tangente parallel zur y-Achse��� EINBETTEN Equation.2  ���( Anwendung von L’Hospital�� EINBETTEN Equation.2  ��� ( � EINBETTEN Equation.2  ��� wechselt das Vorzeichen, � EINBETTEN Equation.2  ��� nicht.

� EINBETTEN Equation.2  ��� ( � EINBETTEN Equation.2  ��� wechselt das Vorzeichen, � EINBETTEN Equation.2  ��� nicht.

� EINBETTEN Equation.2  ��� ( � EINBETTEN Equation.2  ��� und � EINBETTEN Equation.2  ��� wechselt das Vorzeichen.��Die Sätze über relative Extrema und Wendepunkte sind auch anwendbar mit der Ausnahme der Kurvenpunkte, in denen � EINBETTEN Equation.2  ��� das Vorzeichen wechselt. Solche Punkte müssen gesondert untersucht werden.

Symmetrie zu Koordinatenachsen��� EINBETTEN Equation.2  ����

(Symmetrie zur y-Achse�� � EINBETTEN Equation.2  ����

(Symmetrie zur x-Achse��Geschlossene Kurve (bei Parameterdarstellung��� EINBETTEN Equation.2  ��� ( Geschlossene Kurve

Ebene Kurven in Polarform � EINBETTEN Equation.2  �����Gegenseitige Umformung von Kurvendarstellungen � EINBETTEN Equation.2  ��� und � EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ���		� EINBETTEN Equation.2  ���

Symmetrie zu Koordinatenachsen��� EINBETTEN Equation.2  ����Symmetrie zur x-Achse��� EINBETTEN Equation.2  ����Symmetrie zur y-Achse��Kurvenpunkte auf den Koordinatenpunkten, Extrema, Wendepunkte��Kurvenpunkte auf den Koordinatenpunkten, Extrema, Wendepunkte findet man, indem man zur Parameterdarstellung der Kurve � EINBETTEN Equation.2  ��� übergeht mit ( als Parameter

� EINBETTEN Equation.2  ���

Bogenelement � EINBETTEN Equation.2  ��� und Krümmung � EINBETTEN Equation.2  ��� ebener Kurven��� EINBETTEN Equation.2  ���

Parameterdarstellung � EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  �����parameterfreie Darstellung � EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  �����Polarform � EINBETTEN Equation.2  ���7�� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ���

Linkskrümmung�� EINBETTEN Equation.2  �����Rechtskrümmung�� EINBETTEN Equation.2  �����Parameterdarstellung � EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  �����parameterfreie Darstellung � EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  �����Polarform � EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  �����Integralrechnung��� EINBETTEN Equation.2  ���

Numerische Integration��Keplersche Faßregel:	� EINBETTEN Equation.2  ���

Erweiterung nach Simpson:  � EINBETTEN Equation.2  ���

Grundintegrale��

Linearitätsregel��� EINBETTEN Equation.2  ���

Partielle Integration (Umkehrung der Produktregel)��� EINBETTEN Equation.2  ���

in bestimmten Integralen:	� EINBETTEN Equation.2  ���

Partialbruchzerlegung��� EINBETTEN Equation.2  ���

Zerlegung eines unechten Bruches in eine Summe aus einem Polynom und einen echten Polynombruch durch Polynomdivision.

Vor der Partialbruchzerlegung des echten Polynombruchs muß man eventuell durch Kürzen dafür sorgen, daß der Koeffizient bei der höchsten Potenz des Nennerpolynoms gleich 1 wird.

Den Nenner des echten Polynombruchs in Linearfaktoren zerlegen.

Der Ansatz für � EINBETTEN Equation.2  ��� hängt nur von der Art der Nullstellen des Nennerpolynoms ab.

Fall 1:	Nennerpolynom hat nur einfache reelle Nullstellen    � EINBETTEN Equation.2  ���

Fall 2:	Nennerpolynom hat auch mehrfach reelle Nullstellen, z.B. die Nullstelle � EINBETTEN Equation.2  ��� k-fach. Dann trägt diese Nullstelle zum Ansatz für � EINBETTEN Equation.2  ��� die folgenden k Partialbrüche bei:

� EINBETTEN Equation.2  ���

Fall 3:	Nennerpolynom hat neben reellen Nullstellen auch einfache Paare konjugiert komplexer Nullstellen. Ein solches Paar � EINBETTEN Equation.2  ��� trägt dann zur Partialbruchentwicklung mit den Summanden bei:

� EINBETTEN Equation.2  ���

Fall 4:	Nennerpolynom hat auch mehrfach komplexe Nullstellen, z.B. die Nullstelle � EINBETTEN Equation.2  ��� je k-fach. Dann trägt dieses Nullstellenpaar zur Partialbruchentwicklung k Summanden bei:

� EINBETTEN Equation.2  ���

Integration von Partialbrüchen

� EINBETTEN Equation.2  ���

Integration mit Hilfe von Substitution��� EINBETTEN Equation.2  ���

Berechnung von Mittelwert und Effektivwert��Mittelwert:	� EINBETTEN Equation.2  ���

Effektivwert:	� EINBETTEN Equation.2  ���

Unendliche Reihen��Die geometrische Reihe��� EINBETTEN Equation.2  ���

Partialsumme � EINBETTEN Equation.2  ���

Eine geometrische Reihe � EINBETTEN Equation.2  ���ist konvergent, falls � EINBETTEN Equation.2  ��� mit � EINBETTEN Equation.2  ���, ist divergent, falls � EINBETTEN Equation.2  ���.

Einige Konvergenzkriterien��Notwendiges Konvergenzkriterium��� EINBETTEN Equation.2  ���

Quotientenkriterium��Gegeben sei die Reihe � EINBETTEN Equation.2  ��� mit � EINBETTEN Equation.2  ���. Weiterhin existiere der unten verwendete Grenzwert. Dann gilt für die Reihe:

� EINBETTEN Equation.2  ���











Leipniz-Kriterium für alternierende Reihen, Fehlerabschätzung��Für jede monoton fallende Nullfolge � EINBETTEN Equation.2  ��� konvergiert die alternierende Reihe � EINBETTEN Equation.2  ���.

Für die Approximation der Reihensumme durch die Partialsumme � EINBETTEN Equation.2  ��� gilt die Fehlerabschätzung: � EINBETTEN Equation.2  ���

Absolute Konvergenz��Die Reihe � EINBETTEN Equation.2  ��� heißt absolut Konvergent, wenn � EINBETTEN Equation.2  ��� konvergiert.

Reelle Potenzreihen��� EINBETTEN Equation.2  ���heißt reelle Potenzreihe mit den Koeffizienten � EINBETTEN Equation.2  ���, der Variablen � EINBETTEN Equation.2  ��� und der Entwicklungsstelle � EINBETTEN Equation.2  ���.

Der Definitionsbereich D der Funktion ist die Menge aller � EINBETTEN Equation.2  ���, für welche die Reihe konvergiert.

Hauptsatz über den Konvergenzbereich einer Potenzreihe��� EINBETTEN Equation.2  ���	sogenannter „Konvergenzradius“

absolut konvergent für alle � EINBETTEN Equation.2  ��� mit � EINBETTEN Equation.2  ���

und divergent für alle � EINBETTEN Equation.2  ���mit � EINBETTEN Equation.2  ���

Für � EINBETTEN Equation.2  ��� ist keine allgemeine Aussage möglich, hier muß Konvergenz/Divergenz untersucht werden.

Der Konvergenzradius r für Potenzreihen mit regelmäßigen Lücken��� EINBETTEN Equation.2  ���

Differentiation und Integration von Potenzreihen��Differenziert oder integriert man eine Potenzreihe, so haben sie die Ableitung oder Stammfunktion die Entwicklungstelle und den Konvergenzradius gemeinsam.

Taylorreihen��� EINBETTEN Equation.2  ��� sei in � EINBETTEN Equation.2  ��� mindestens n mal differenzierbar.

� EINBETTEN Equation.2  ��� heißt n-tes Taylorpolynom von f zum Entwicklungspunkt � EINBETTEN Equation.2  ���





Die Taylorsche Formel mit Restgliedabschätzung nach Lagrange��Restglied � EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ��� zwischen � EINBETTEN Equation.2  ��� und � EINBETTEN Equation.2  ���

Vom Taylorpolynom zur Taylorreihe��� EINBETTEN Equation.2  ���

Wir betrachten den  Grenzübergang � EINBETTEN Equation.2  ���

(� EINBETTEN Equation.2  ���

Die Binomialreihe��� EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ���

Sonderfälle:

� EINBETTEN Equation.2  ���

Entwicklung einer Funktion � EINBETTEN Equation.2  ��� an der Stelle � EINBETTEN Equation.2  ��� in eine Potenzreihe.

Zusammenstellung von Methoden��Taylorformel

Substitution

Multiplikation, Division

Bekannte Reihen differenzieren oder integrieren













Komplexe Reihen��Satz 1:

Wenn die (reelle) Reihe � EINBETTEN Equation.2  ��� konvergiert, dann auch die (komplexe) Reihe � EINBETTEN Equation.2  ���

Satz 2:

Die Reihe � EINBETTEN Equation.2  ��� ist konvergent ( � EINBETTEN Equation.2  ��� und � EINBETTEN Equation.2  ��� sind konvergent

Komplexe Reihen mit konstanten Gliedern��Die komplexe Reihe � EINBETTEN Equation.2  ��� heißt absolut konvergent, wenn die reelle Reihe � EINBETTEN Equation.2  ��� konvergiert.

Komplexe Potenzreihen��� EINBETTEN Equation.2  ���

Satz über den Konvergenzbereich��Konvergenzradius � EINBETTEN Equation.2  ���

konvergiert absolut für � EINBETTEN Equation.2  ���

und divergiert für � EINBETTEN Equation.2  ���

für � EINBETTEN Equation.2  ��� ist keine allgemeine Aussage möglich.

Komplexe Funktionen��Die Wertebereiche von reellen Funktionen und komplexen Funktionen sind meist verschieden, aber es gelten die gleichen Rechenregeln.

Die komplexe Exponentialfunktion � EINBETTEN Equation.2  �����Wertebereich: � EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ��� ist � EINBETTEN Equation.2  ���-periodisch in � EINBETTEN Equation.2  ���.

Die komplexen Hyperbelfunktionen � EINBETTEN Equation.2  �����Zusammenhang zwischen Trigo- und Hyperbelfunktionen in C

� EINBETTEN Equation.2  ���

� EINBETTEN Equation.2  ���
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