
6. Skript

Um für ein Problem Γ � NP die NP-Vollständigkeit zu zeigen, genügt für beliebiges Problem
Π � NP der Nachweis der Reduktion Π � p Γ. Das Auffinden einer Reduktion ist jedoch oft
schwierig. Daher ist es sinnvoll, ein geeignetes Reduktionsproblem Π für Γ zu finden.

Im Falle des Nachweises der NP-Vollständigkeit von Scheduling Problemen sind zwei NPC-
Probleme besonders geeignet:

SUBSETSUM

Gegeben: Multimenge A ��� a1 ��������� an 	�
��� M � � .
Entscheide, ob es Teilmenge B 
 A gibt mit:

∑
a � B

a � M ?

SUBSETSUM ist Menge der Input-Instanzen � A � M � , für die die Antwort ja lautet.

PARTITION

Gegeben: Multimengen A ��� a1 ��������� an 	�
��
Entscheide, ob A eine Zerlegung in zwei Teilmengen B und C � A � B �� C besitzt mit ∑a � B a �
∑a � C a

PARTITION ist Menge der Input-Instanzen A, für die die Antwort ja lautet.

Satz: SUBSETSUM � NPC
Beweis: � i � SUBSETSUM � NP

Sei A ��� a1 ��������� an 	�
���� M � �
Wähle durch B � choice � A � Teilmenge B von A aus

Verifiziere in Linearzeit, dass ∑a � B a � M ist

(Durch nichtdeterminierte Vorgehensweise akzeptiere
SUBSETSUM in polynomer Zeit)
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(ii) Zeige XCOVER � p SUBSETSUM

Konstruiere Abb. f :�
F : F � XCOVER � f � F � � SUBSETSUM

Sei F !#" F1 $�%�%�%�$ Fk &(' 2U $ U !)" u1 $�%�%�%�$ un &
Weise jedem Fj � F ein a j �+* zu, durch

a j ! ∑n
i , 1 ε ji - � k . 1 � i / 1 $ 1 � j � k

wobei ε ji ! 0
1 $ falls ui � Fj

0 $ sonst

Setze M ! ∑n / 1
i , 0 � k . 1 � i !21 k 3 1 4 n / 1

k / 15
geometrische Reihe6 f � F �7!8�9" a1 $�%�%�%:$ ak & $ M � ( f Polynom Zeit berechenbar)

Behauptung F � XCOVER � �;" a1 $�%�%�%�$ ak & $ M �<� SUBSETSUM

“ =?>@> : F � XCOVER
d.h. A F > ' F :

�
u � U : u in genau einem F � F > .

Sei F > !#" Fr1 $�%�%�%�$ Frl & und jedes u in genau einem Fr j � F >= ∑l
j , 1 ar j ! ∑l

j , 1 ∑n
i , 1 εr ji � k . 1 � i / 1 εr ji ! 1 � u1 � Fr j

=∑n
i , 1 � k . 1 � i / 1 ! M

da jedes ui in genau einem Fr j � F >
d.h. �;" a1 $�%�%�%�$ ak & $ M � � SUBSETSUM

“ B?>@> : f � F �C!D�9" a1 $�%�%�%�$ ak & $ M �<� SUBSETSUM6 A Teilmenge " ar1 $�%�%�%�$ arl & : ∑l
j , 1 ar j ! M �;E��

Jedes ar j ! ∑n
i , 1 εr ji � k . 1 � i / 1

Angenommen es existieren ein i : εr ji ! 0 $ � j ! 1 $�%�%�%�$ l
d.h. ∑l

j , 1 ar j enthält nie den Summanden � k . 1 � i / 1.
Dieser Summand kann nicht als Summe kleinerer Summanden
dargestellt werden, da

k - i / 2

∑
j , 0
� k . 1 � j ! k

� k . 1 � i / 1 F 1
k

!8� k . 1 � i / 1 F 1
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die größtmöglich darstellbare Zahl aus kleineren Potenzen von G k H 1 I ist. (k
vor der Summe resultiert aus l J k)

K Um in G;L�I Summe M zu erreichen, muß jeder Summand G k H 1 I i M 1 N i O
0 N�P�P�P�N k genau einmal in der Summe vorkommt.

Nach der Konstruktion der ar j heißt das, dass zuglassenes Mengensystem
F QRODS Fr1

N�P�P�P�N Frl T Eigenschaft erfüllt: U u V U W !Fr j V F : u V Fr j , d.h. F V
XCOVER P

Satz: PART ITION V NPC

Beweis: PART ITION V NPC
zeige: SUBSETSUM J p PART ITION

Sei G A O)S a1
N�P�P�P�N an T N M I Instanz für SUBSETSUM

Gesucht f : f G A N M I<V Partition X G A N M I<V SUBSETSUM

f G A N M I = B O#S b1
N�P�P�P�N bn

N bn Y 1
N bn Y 2 T :

bi = ai
N 1 J i J n

bn Y 1 = M H 1
bn Y 2 = ∑n

i Z 1 O a1 H 1 [ M

Beweis B V PART ITION X G A N M I<V SUBSETSUMG A N M I\V SUBSETSUM K W A Q^] A : ∑a1 _ A
N a1 O M

d.h. für zugelassenes bi gilt dann

∑bi:ai _ A ` bi O M

und für die übrigen:

∑bi:ai a_ A ` bi O ∑n
i Z 1 ai [ M

K b ∑
bi:ai _ A ` b1 cd egf h

M

H bn Y 2d egf h
∑ ai Y 1 M M

O ∑n
i Z 1 ai H 1
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und

∑
bi:ai ij A k bil mgn o

∑ai p M q bn r 1l mgn o
M r 1 s ∑n

i t 1 ai q 1

u B v PARTIT ION

B v PARTITIONu bn r 1 und bn r 2 müssen in unterschiedliche Mengen der Partition liegen, da
bn r 1 q bn r 2 s ∑n

i t 1 ai q 2 w ∑n
i t 1 ai

B s C xy D : C s�z bn r 1 { ai1 {�|�|�|�{ air } { D s#z bn r 2 { a j1 { a js }
∑x j C x s ∑y j D y

M q 1 q ∑r
l t 1 ail = ∑n

i t 1 a1 q 1 ~ M q ∑s
l t 1 a jlu 2M = 2∑s

l t 1 a jl � ∑n
i t 1 ai ~ ∑r

l t 1 ail ∑s
l t 1 a jl �u M = ∑s

l t 1 a jlu � A { M �<v SUBSETSUM

Minimum Finish Time Nonpreemtive Schedule bei 2 Prozessoren: 2 MFTNS:

n Jobs J1 {�|�|�| ;Jn mit Ausführungszeiten t1 {�|�|�|�{ tn können auf 2 Prozessoren in Zeit 1
2 ∑n

i t 1 ti aus-
geführt werden.

Satz: 2MFT NS v NPC

Beweis: PARTIT ION � p 2MFT NS

Satz: kMFT NS v NPC {�� k � 2

2 Prozessoren WMFT
n Jobs mit Ausführungszeiten ti und Gewichten wi, wobei w1 s t1 s a1 {�|�|�|�{ wn s tn s an
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Behauptung: Die n Jobs auf 2 Prozessoren mit mittlerer gewichteter Ausführungszeit von� 1
2 ∑n

i � 1 a2
i � 1

4 � ∑n
i � 1 ai � 2 ausführbar, gdw � a1 ��������� an ��� PART ITION ist.

Beweis der Be-
hauptung:

Seien � w �1 � t �1 ��������� w �k � t �k � Gewichte und Ausführungzeichen der Jobs auf
Prozessor 1 und � w ���1 � t �@�1 ��������� w ���l � t � �l � analog für Jobs von Prozessor 2.
Ausführung der Jobs in dieser Reihenfolge jeweils. Für diesen Schedule S
gilt:

n : W MFT � S � �
σ� �g� �

w �1t �1 � w �2 � t �1 � t �2 � ������9� w �k � t �1 �������� t �k � � w �@�1t �@�1 ��������������� w ���k � t � �1 �������� t �@�k �
=1

2 ∑n
i � 1 w2

i � � 1
2 � ∑k

i � 1 w �i � 2 � 1
2 � n

∑
i � 1

wi � k

∑
i � 1

w �i � 2

� �g� �
1
2 � ∑l

i � 1 w    i � 2
(**)

Matrix wegen w �i � t �i symmetrisch. σ= Summe der Matrixeintragung Produkt in Diagonale und
darunter.

t �1 t �2 ����� t �k
w �1
w �1���
w �1

Falls � a1 � ����� � an �(� PART ITION ist, so sind in (**) die 2. und 3. Summe gleich.

¡ n ¢ WMFT � S � � 1
2

n

∑
i � 1

w2
i � 1

4 � n

∑
i � 1

wi � 2 � ¢ ¢ ¢ �
Dies ist minimal möglicher Wert von (**).
PARTIT ION

�
p WMFT mit Schranke (***).¡ Satz: Bestimmung eines WMFT Schedule ist NP-hart.
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