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4. Skript

Scheduling in Multiprozessorsystemen

Nonpreemptive Scheduling

Alle Prozesse unabhängig (Keine Abhängigkeit zwischen Prozessen)
m gleichartige Prozessoren P1 ��������� Pm, auf denen n Jobs J1 ��������� Jn mit Ausführungzeiten t1 ��������� tn
abgearbeitet werden sollen.
Ein Belegungsplan (Schedule) S legt für jeden Job Ji den Prozessor und das Zeitintervall zur
Abarbeitung fest.
Sei fi Zeitpunkt, zu dem Abarbeitung von Ji unter S beendet ist. Dann beträgt die mittlere
Beendigungszeit (mean finish time) der Jobs unter S:

MFT
�
S �
	 1

n

n

∑
i � 1

fi

Sei wi � 0 zu Ji gehöriges Gewicht, 1  i  n. Die mean weighted finish time unter S ist:

MWFT
�
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n

n

∑
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w1 fi

Sei Tj Zeitpunkt, zu dem Prozessor Pj alle durch S zugewiesenen Jobs abgearbeitet hat. Dann
beträgt die Beendigungszeit ( makespan, finish time) von S:

FT
�
S �
	 max

1 � j � m

�
Tj �

Ziel: Bestimme Schedule S, welche die jeweils gesuchte Zielfkt. FT(S) bzw. MWFT(S) mini-
miert!
Wir werden sehen: Beide Minimierungsprobleme sind NP-hart!

Kurze Exkursion in die Theorie der NP-Vollständigkeit
P= Klasse der Probleme, die von einem Algorithmus (Java-Programm) in polynomieller Lauf-
zeit gelöst werden können.
Probleme werden hier als Entscheidungsprobleme aufgefasst:

L � Σ � �
Σ endliches Alphabet) sei Sprache x � Σ �

Entscheide, ob x
?� L ist !

Nichtdeterminierte Algorithmen:
Erweitere Java um Konstrukt
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� string � ::= choice

Weist der linken Seite einen Wert (String) zu, der wie ein Orakel vom Himmel fällt.
Ein nichtdeterminierter Algorithmus kann als Java-Programm mit möglichem choice-Befehl
formuliert werden.
Da der choice-Befehl eine beliebige Zuweisung ausführen kann, ist sowohl Ergebnis wie Lauf-
zeit des nichtdeterminierten Algorithmus nicht eindeutig vom Input abhängig!

Sei L � Σ � . Man sagt, ein nichtdeterministischer Algorithmus A akzeptiert die Sprache L
in polynomieller Zeit, wenn A zu jedem x � L eine Berechnung mit Ausgabe “x � L” benutzt,
deren Länge duch ein Polynom p ��� x ��� beschränkt ist.

NP ist die Menge der Sprachen L, die von einem nichtdeterminierten Algorithmus in polyno-
mieller Zeit akzeptiert werden können. (NP: Nichtdeterminiert in Polynomzeit berechenbar)

Beispiel: XCOVER

Sei U � � u1 !�"�"�"�! un # eine Grundmenge, F �$� F1 !�"�"�"�! Fk # � 2U sei eine Familie von Teilmen-
gen von U mit % i &�' 1 (*)�)�( k + Fi � U

Frage:

Gibt es Teilfamilie F ,-� F für die gilt: % F & F . F � U und zu jedem u � U gibt es
eXakt eine Menge F � F , : u � F?

Dann gilt: F � XCOVER / o.g. Frage zu F läßt sich mit ja beantworten.

Behauptung: XCOVER � NP

Denn Zu Input F läßt sich nichtdeterminierter Algorithmus A bauen, der folgende Aktio-
nen ausführt:

Eingabe F �0� F1 !�"�"�"�! Fk # � 2U

F ,�1 choice // schreibt nichtdeterminierte Teilfamilie F , von F hin

Teste für jedes u � U , ob es in genau einem F � F , vorkommt. Falls ja, stop mit
Ausgabe F � XCOVER. Sonst Aktion undefiniert.

Offensichtlich hat A zu F � XCOVER eine polynomienelle Laufzeit.

Zentrale Frage der Komplexitätstheorie (seit über 30 Jahren offen):

P
?� NP

Offensichtlich ist P � NP

Vermutung: P
23� NP

Kandidaten für Probleme aus NP, die nicht aus P sind: NP-vollständige Probleme

Polynomielle Reduktion
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Ein Problem Π ist in Polynomzeit auf ein Problem Γ reduzierbar, schreibe Π 4 p Γ, für Π 5 Γ 6
Σ 7 , wenn es eine in polynomieller Zeit berechenbare Funktion f : Σ 798 Σ 7 gibt, mit : x ; Σ 7 :
x ; Π < f = x >?; Γ.
Ein Problem Π heißt NP-vollständig, schreibe Π ; NPC, gdw. gilt:

1.) Π ; NP
2.) : Γ ; NP : Γ 4 p Π

Wird die erste Forderung Π ; NP weggelassen, so heißt Π NP-hart.

Gibt es Probleme Π ; NPC ?

Cook 1971: SAT ; NPC

SAT: Menge der boolschen Formeln C in konjunktiver Normalform (CNF). C be-
sitzt Belegung der Variablen, so dass C unter der Belegung wahr wird (Wert
1 hat).

(komplizierter Beweis: beschreibt Arbeitsweise und Berechnung einer Turing Maschine durch
eine boolsche Formel. Beweis z.B. Schöning I.I.)

Satz: Sei Π ; NPC 5 Γ ; NP und Π 4 p Γ
Dann ist Γ ; NPC

Beweisskizze: Zu zeigen: :A@B; NP : @C4 p Γ

Π ; NPC, d.h. :A@B; NP : @B4 p Π
D.h. es gibt Polynomzeit-berechenbare Fkt f D (*)
mit: : x ; Σ 7 : x ;E@F< f D = x >?; Π

Π 4 p Γ: Es gilt Polynomzeit-berechenbare
Fkt g mit: : x ; Σ 7 : x ; Π < g = x >G; Γ (**)

H mit (*) und (**):
:A@B; NP : I f D : : x ; Σ 7 : x ;J@F< g = f D = x >�>?; Γ

und die Fkt g K f ist in Polynomzeit berechenbar, da Substitution von Polynom in Polynom
wieder ein Polynom ergibt.

= p = i >
L ik 5 q = j >AL jl H p K q = i >
L p = q = i >�>
L ikl >
Bemerkungen:

M Es gilt: SAT 4 p XCOVER N XCOVER ; NPC

M NPC umfasst tausende praktisch relevante Probleme

M Wenn man für ein Π ; NPC zeigen kann, dass Π ; P ist, so gilt P L NP.
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