7. Skript

Falls {a1,...,a,} € PARTITION ist, so sind in (**) die 2. und 3. Summe gleich

2
1 < 1 [
«»n*WMFT(S):§Zwi2+Z-<Zwi> (% x)
i=1 i=1

Dies ist minimal moglicher Wert von (**).
PARTITION >, WMFT mit Schranke (***).

~» Satz  Bestimmung eines WM F'T" Schedule ist NP — hart

Ein pseudopolynomieller Algorithmus fiir das SUBSETSUM — Problem
Input: A=A{a,...,a,} CIN, M € IN
Frage: JA'CA: > ., =M 7

Dynamischer Programmier-Ansatz zur Losung des Problems.
Fiille n x (M + 1) Matrix 7'(4,7),1 <3 <n,0 < j < M mit Boolschen Werten.

1,falls Ai:{al,... ,ai}gA
T(i,j) = eine Teilmenge A; C A; enthdlt mit >, a=j
0, sonst

~» T(n, M) =1 < Fiir A, M 148t sich obige Frage mit “ja” beantworten.

Berechne die T'(4, j) wie folgt:

T(i,7) = 1j=0 oder j=aq
A . : .
T@GE+1,7) = 1 T(,j) =1 oder
1<i<n-1 j—aipz1 >0 und T(i,7 —ajq1) =1

Berechnung der Matrix 7 in Zeit O(n - M).

~> T(n, M) enthilt Losung der SUBSET SUM —Instanz. Widerspruch zu SUBSETSUM €
NPC?

Nein, denn Laufzeit = (n - M) nicht (immer) polynomiell in Input-Linge von A, M

n

Linge (A, M) = (|logy(a;)] + 1)+ [log(M)] +1—1

=1

~> f(1) = n-M kann schneller als jedes Polynom wachsen, da fiir n = log(M) beispielsweise
I <log?(M) gilt:



f(1) = f(log®(M)) = log(M)-M
= y/log*(M) - 9V/10g” (1)

> Vi- oVl wéchst schneller als jedes Polynom in [

e Dynamischer Programmieransatz A hat jedoch polynomielle Zeit, fiir “kleine” Zahl
M (d.h. M polynomial in n beschrinkt)

e Verfahren speicherplatzaufwendig

Ein Online Verfahren fiir das £k MFTNS — Problem mit Fehlerbegrenzung 2

n Jobs mit Ausfiihrungszeiten t,... ,t, sollen m Prozessoren zur vollstindigen Abarbei-
tung zugeordnet werden.
Die Jobs entstehen so schnell, dass keiner der Prozessoren vorher idle (arbeitslos) wird.

Strategie: Ordne den nichsten ankommenden Job J; dem Prozessor P, zu, dessen bis-
herige Belegung ihn am wenigsten lange auslastet.

Sei F'T,,; makespan eines optimalen Schedule der n Jobs und FT,p,.., makespan, der
von dem Schedule herriihrt, welches durch obige Strategie erzielt wird.

t1,t9,... ,t11 seien 11 Jobs fiir m = 3 Prozessoren.
P, |t L t; Ly
) t te | Lo
| |
3 t3 t5 t8 I tll |

Bis hier sind alle Prozessoren beschéftigt f>j\

s%-g?:l t; SmaXI;Sn{ti}
Offensichtlich gilt: FT,,; < max{% dor i ti, maxi<i<n{ti}}
= FTapp'rosc < % Z?:l t; + maXlgign{ti} > 2- FTopt

Multiprozessorscheduling bei Vorrangrelationen (Prizedenzen) zwischen den
Prozessoren

Héaufig gibt es zwischen Prozessen Abhéngigkeiten, wobei ein Prozess B erst starten kann,
wenn ein anderer Prozess A fertig ist, ausgedriickt durch eine Kante A — B. Derartige
Prézedenzen werden verursacht durch eine Betriebsmittelanforderung von B, wobei A
zuvor das Betriebsmittel (BM) bendétigt. Oft ist Anforderungszeit von A an das Betriebs-
mittel, um das A und B hier konkurrieren, bekannt, ausgedriickt durch Belegung der
Kante mit diesem Wert.

zB.: AL B te N



B muf$ t Zeiteinheiten lang auf das angeforderte BM warten, wenn es A zugewiesen wird.
Solche Abh#ngigkeiten sind durch kantenbewertete Préizedenzdigraphen (PD) darstellbar.

Da Prozess A iiber die Zeitdauer seiner Rechnung alle von ihm benétigten Betriebsmittel
festhilt, haben in der Regel alle von A ausgehenden Kanten den selben Wert.

z.B.:
A—"B ,L—D E—F—>G, °H
wlu\
Bemerkung:

Ein Prizedenzdigraph mufl ein DAG sein, weil Prozesse in einem Kreis sich
gegenseitig beim Weiterrechnen blockieren (Deadlock-Situation)

Makespan eines beliebigen Scheduls fiir Prozess-PD kann nicht kiirzer sein als ein ldngster
Weg im PPD (inklusive Wert an letztem Knoten). Dieser heifit auch kritischer Weg!. Im
o.g. Beispiel ist lingster Weg E° — F® — H? mit Kosten 14.

Scheduling Heuristik (Earliest Scheduling)

e Sortiere PPD topologisch

e Zerlege Knoten-(Prozess-) Menge in Klassen wie folgt:
Fasse alle Knoten ohne einlaufende Kante zu einer Klasse zusammen, und entferne
sie aus PPD.
Fasse im entstandenen PPD wieder alle die Knoten zu einer Klasse zusammen und
entferne auch diese Knoten aus PPD.
U.s.w. bis alle Knoten Klassen zugeordnet worden sind.

e Ordne dann Klasse fiir Klasse die Knoten den Prozessoren zu

Klasse 1: A, C, E
Klasse 2: B, F
Klasse 3: D, G, H



~» 2 Prozessor Schedul S:

2 4 ? 8 10 12 14 16 18
| | | | | | |

SN AN R
Py B D < ~H

(idle-Zeit)

Gantt-Diagramm

Schedul S hat makespan 17

Anderes 2-Prozessor Schedule S

4 10 12 14 16 18
| |

P e e
. C 1 E 1 B | A

S hat makespan 15

NE

Ist optimal, da
FT, > maxq {max;{t;}, [$ 30 #]}
= max{6, % . 29—|} =15

Heuristik fiihrt oft zu brauchbaren aber nicht notwendig optimalen Ergebnissen, wie das
Beispiel zeigt.

Bemerkung

Nonpreemptive Multiprozessor Scheduling mit Pridzendenzen zwischen den
Prozessen hat folgende Eigenschaften:

a) FTyy > max {% > ti, max{t;}, )\km}, wobei A\ Kosten
eines kritischen (lingsten) Weges im PPD sind.

b) Sei k£ die Zahl der Klassen, in die Schritt 2 der Farliest-
Heuristik den PPD zerlegt. Dann liefert das Verfahren immer
ein Scheduling Sgypprop Mit FT (Sapproz) < 2k - FT

¢)  (Chudak/Shmoys 1997):
Es gibt schnell berechenbares Approx-Scheduling. S,,, mit
FT(Sapp) < O(log(m)) - FT,p
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Preemptiver Multiprozessor Scheduling mit Prizedenzen

Die betrachteten Problemstellungen beim Nonpreemptiven Scheduling fiir Multiprozes-
sorsysteme mit Prézedenzen bleiben auch beim Preemptive-Fall schwierig.

Hier wird oft ein List-Scheduling vorgenommen:

Alle Prozesse befinden sich in zentraler Liste und haben Priorititen.

Ein freigewordener Prozessor entnimmt der Liste einen Prozess, dessen Vorgénger im PPD
bereits abgearbeitet sind, und die hochste Prioritdt besitzt. Hier werden typisch ready-
Liste und waziting- Warteschlange verwendet.

Bei Prozessorbelegung wird oft Round-Robin-Zeitscheibenverfahren benutzt, modifiziert
durch Prioritéten, die sich mit der Lange der Wartezeiten erhohen.

Prioritdten aus Bereich 0..255, wobei Prozesse mit gleicher Prioritédt in einer FIFO-
Warteschlange einsortiert sind. Durch Anderung der Priorititen wandern Prozesse von

einer Warteschlange in eine andere. Man spricht auch vom Multilevel Feedback Scheduling
(UNIX).

Synchronisation nebenliufiger Prozesse

Prozesse kooperieren in der Regel mit anderen Prozessen z.B. Prozess A produziert Er-
gebnisse, deren Ausgabe durch Prozess B veranlasst wird.
Abstrakt: Prozess A erzeugt etwas, das Prozess B verbraucht.

Erzeuger-Verbraucher Problem

E: Erzeugerprozess; V': Verbraucherprozess

E und V haben Zugriff auf Lager mit endlichen Kapazititen M AX. Produzierte und
konsumierte Einheiten des Speichers passen in eine Speicherzelle.

Randbedingungen fiir Erzeuger und Verbraucher:

1. Wenn Lager voll ist, kann E nichts ablegen
2. Wenn Lager leer ist, kann V' nichts entnehmen

3. Lagerbestand nicht gleichzeitig durch E und V veridnderbar.

Bedingung 3 heifit allgemeine Konsistenzbedingung. Wird oft ignoriert, wenn Erzeuger-
Verbraucher Problem durch zwei Prozeduren ERZEUGER und VERBRAUCHER, die
beide auf gemeinsame Variable S= aktueller Lagerbestand zugreifen, dargestellt sind:



ERZEUGER

repeat erzeuge Elemente
while S = M AX do noop,
lege Elemente in Speicher ab,

S+ S+1

until FALSE

VERBRAUCHER

repeat
while S = 0 do noop,
nimm Elemente aus Lager,
S+ 5—-1
verbrauche Elemente

until FALSE

Prozesse sind unabhéngig voneinander. Bei unkoordiniertem Zugriff auf Lagerbestand S
kénnen Inkonsistenzen entstehen:

Wenn F die Bedingung S < M AX gepriift und neues Element in Speicher abgelegt hat,
aber Lagerbestand nicht mehr aktualisieren konnte, weil V' in diesem Moment aus Lager
ein Element nimmt und S um 1 vermindert, und dann wieder E arbeiten 148t. E erhoht
dann das alte, jetzt veralterte S um 1. Dabei wurde Korrektur des Lager durch V' nicht
registriert (lost update).

Erzeuger-Verbraucher Problem 148t sich durch zyklische Schlange mit M AX — 1 Spei-
cherplitze 16sen.

Idee: E legt sein Element in erster freier Speicherzelle ab, V' entnimmt Element aus dlte-
ster belegter Zelle.

Verwende 2 Variablen
in : zeigt auf 1. freien Speicherplatz (mod MAX)
out : zeigt auf 1. belegten Speicherplatz (mod MAX)

Zyklische Schlange ist genau dann leer, wenn in =
out, und genau dann voll, wenn (in+1)mod MAX =
out

\/in

out



LaBt sich diese Losung auf mehrere ERZEUGER und VERBRAUCHER erweitern mit
einer gemeinsamen zyklischen Schlange buffer der Kapazitdt M AX und einer globalen
Zahlervariablen counter, die Fiillgrad der Schlange angibt?

ERZEUGER

repeat
produziere neues Element und le-
ge es in next, ab Zwischenlager
while counter = Max do noop,
buffer (in)« next,
in < (in + 1) mod MAX,
counter < counter +1

until FALSE
VERBRAUCHER
repeat

while counter = 0 do noop,
next, < buffer (out)
out<—(out+1) mod MAX
counter < counter -1

verbrauche das in next, enthaltene Element,
until FALSE

Losung ist prinzipiell o.k., jedoch gleiches Problem wie oben diskutiert, kann bei mehr als
2 Prozessen mit counter entstehen. Dazu kommen kann ein weiteres Problem auf Maschi-

nenebene. Probleme kénnen entstehen durch maschinensprachliche Implementierung des
Befehls

counter <— counter £ 1,

die typisch wie folgt geschieht:

register 1 <— counter
register 1 <— register 1 + 1
counter < register 1

dabei ist register 1 lokales CPU-Register. Wenn ein Prozess den Zihler inkrementiert,
wéhrend ein anderer ihn gleichzeitig dekrementiert, so ergibt sich auf Maschinenebene
sequentielle Verzahnung der zugelassenen Anweisungen, die wie folgt aussehen kann :
(Anzeige: counter = 5 gelte zu Beginn)



Taktzyklus | Prozess Anweisung Resultat
1 E register 1 <— counter register 1 = 5
2 E register 1 <— reqister 1+1 | register 1 = 6
3 A% register 2 <— counter register 2 = 5
4 A% reqister 2 <— register 2-1 | register 2 = 4
) E counters— register 1 counter = 6
6 \Y counter< register 2 counter = 4

Jeweils ein Element wurde erzeugt und ein Element wurde verbraucht. Trotzdem hat
sich counter verdndert! Grund fiir Inkonsistenz: gemeinsame Daten wurden von mehreren
Prozessen gleichzeitig geéndert! Ziel: Verhinderung derartiger Situationen.

Vorstehend skizierte Fehler entstehen nicht zwingend und ihr Auftreten ist oft nicht mehr
nachzuhalten. Sie kénnen entstehen, wenn ein Prozess einen anderen iiberholt (race con-
dition), jedoch lediglich in bestimmten Programmabschnitten, die keine Unterbrechung
zwischen Betreten und Wiederverlassen erlauben. Solche Abschnitte werden kritische
Abschnitte (critical section) genannt.

Problem:

Garantiere fiir jeden kritischen Abschnitt eines Programms, dass sich immer nur ein Pro-
zess oder Prozessor zu einem beliebigen Zeitpunkt darin befindet!

~» erfordert Synchronisation zwischen Prozessoren, die wechselseitigen Ausschluss
(mutual exclusion) in den kritischen Abschnitten garantiert.

Lésung muss folgende Anforderungen erfiillen: (Dijkstra 1965)

e Keine zwei Prozesse diirfen gleichzeitig in ihren kritischen Abschnitten sein (mutual
exclusion)

e An Bearbeitungsgeschwindigkeit sowie Prozess-/Prozessorzahl werden keine Ein-
schrankungen gemacht.

e AuBlerhalb kritischer Bereiche darf kein Prozess einen anderen blockieren.

e Ein vor einem kritischen Abschnitt wartender Prozess mufl ihn betreten diirfen.
(fairness condition)

1. Ansatz wechselseitigen Ausschlufl zwischen Prozessen zu organisieren!

Lasse Prozess bei Eintritt in kritischen Abschnitt solange warten, bis Abschnitt wieder
frei ist. Z.B. (dran globale Variable)

Prozess 1 Prozess 2
while dran # 1 do noop while dran # 2 do noop
| kritischer Abschnitt | | kritischer Abschnitt |
drans— 2 dran<— 1



Bei Initialisierung von dran<— 1 wird wechselseitiger Ausschlufl zwischen kritischen Ab-
schnitten der Prozesse, die jeweils nur alternierend betreten werden konnen, erreicht.
Damit hindert sich ein Prozess selbst daran zweimal hintereinander kritischen Bereich zu
betreten. Widerspricht Anforderung des 3. Spiegeltricks.

2. Ansatz: Versuche Prozesse in beliebiger Reihenfolge zu synchronisieren
(drinl1, drin2 : globale Variablen)

Prozess 1 Prozess 2
while drin2 = true do noop while drin! = true do noop
drinl< true drin2«— true
| kritischer Abschnitt | | kritischer Abschnitt |
drinl+ false drin2« false

Funktioniert bei drinl # drin2
Funktioniert nicht bei drin! = drin2
(drinl = drin2 = false fiihrt beide Prozesse gleichzeitig in kritischen Bereich!)

3. Ansatz (Losung von G.L. Petersen, 1981)

(Interessel, Interesse?, dran: globale Variablen)

Prozess 1 Prozess 2
Interessel < true Interesse2 < true
dran<— 1 dran< 2
while dran = 1 and while dran = 2 and
Interesse2 = true Interessel = true
do noop do noop
| kritischer Abschnitt | | kritischer Abschnitt |
Interessel<— false Interesse2«— false



Initialisiere Interessel = Interesse2 < false

Satz: Losung des 3. Ansatzes 16st Mutual Exclusion korrekt.

Beweis:

Immer wenn weder Prozess 1 noch Prozess 2 Befehle abarbeiten, die sich au-
Berhalb der dargestellten Programmabschnitte befinden, gilt Interessel = In-
teresse2 < false. Unterscheide zwei Félle:

Fall 1:

>
N

Prozess 1 arbeite Befehlsfolge vor kritischem Bereich ab, Prozess 2 hat
diesen Bereich noch nicht betreten.

Interessel = true, Interesse2 = false

Prozess 1 arbeitet kritischen Abschnitt ab, den Prozess 2 dann nicht
betreten kann

Nach Verlassen des kritischen Abschnitts durch Prozess 1 wird Interes-
sel < false und damit kann Prozess 2 potentiell in kritischen Abschnitt
eintreten, wenn er sich zuvor in seiner Warteschlange befand.

(Analog wenn Prozess 1 und Prozess 2 ihre Rollen tauschen!)

Fall 2 :

Prozess 1 und Prozess 2 arbeiten (fast) gleichzeitig Befehlsfolge vor ihrem
jeweiligenkritischen Abschnitt ab.

derjenige der beiden Prozessen, der als letztes der globalen Variablen dran
seinen Wert zuweist, OE sei das Prozess 2: dran< 2, blockiert sich selbst,
und ermdoglicht es dem anderen Prozess 1 in den kritischen Abschnitt ein-
zutreten. Nach Verlassen des kritischen Abschnitts durch Prozess 1 wird
mit Zuweisung Interessel < false Warteschleife von Prozess 2 beendet,
der bei Beachtung des wechselseitigen Ausschlusses seinerseits den kri-
tischen Abschnitt betreten kann und nach Verlassen Interesse2 < false
setzt.

Einfachere Formulierung durch geeignete Sprachkonstrukte

Vereinbare fiir jeden kritischen Bereich ein Signal . Prozesssynchronisation durch Abfrage

des Signals durch den Prozess, der kritischen Bereich betreten will.

Initialisierung des Signals durch gesetzt. Durch Befehl waitFor (Signal), blockiert sich der
Prozess, falls kein Signal gesetzt war, sonst setzt er das Signal auf ungesetzt und betritt
kritischen Abschnitt, nach dessen Beendigung er durch Befehl send (Signal) einen Befehl
aktiviert, der auf Signal wartet. (Eine gewihlte Strategie bestimmt dann, welcher der

wartenden Prozesse aktiviert wird).
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Semaphore (Dijkstra 1965)

(Semaphore = Signalbarken aus der Seefahrt).
Verwaltung des Semaphor s : int, durch zwei Operationen:

P-Operation (holl.: passeer = betreten)

P(s): Bei Eintritt in kritischen Abschnitt ruft Prozess P(s) auf, der dann in Wartezu-
stand versetzt wird, wenn sich ein anderer Prozess im zu s korrespondierenden kritischen
Abschnitt befindet.

V-Operation (holl.: verlaat = verlassen)

V(s): Beim Verlassen des kritischen Abschnitts ruft Prozess V (s) auf und bewirkt, dass
einer der wartenden Prozesse aktiviert wird und dees kritischen Abschnitt betreten darf.

Zu Semaphor s gehort immer Warteschlange, W (s), der wartenden Prozesse. Mit W (s)
148t sich CPU-zeitfressendes busy waiting vermeiden, da Prozesse in W (s) schlafengelegt
werden konnen und erst wenn Prozess an der Reihe ist, wird er wieder geweckt.

Beispiel: Zihlen mit Hilfe mehrerer Prozesse

Kritischer Abschnitt
4+ 7Z+1
gib Z aus
Verwende Semophore:

P(s) (* Ist kritischer Abschnitt besetzt 7*)

Z+—Z+1 * Loiss ok
gib 7 ans (* kritischer Abschnitt *)
V(s) (* wartenden Prozess aufwecken *)

Bemerkung

send (Signal), waitFor (Signal), P(s), V (s) sind ununterbrechbar = atomare
Aktionen = Aktionen, von denen entweder alle oder gar keine Operationen
ausgefiihrt werden.

Falls atomare Aktion abgebrochen werden muf}, wird mit Hilfe von Puffern
Ursprungszustand wieder hergestellt.

Beispiel: Bankiiberweisung von Konto A auf Konto B ist atomare Aktion.
Implementation in Datenbanken in Form von Transaktionen
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Verallgemeinerung des Algorithmus von Peterson auf n Prozesse
Ist leicht durchzufiihren, ohne den urspriinglichen Algorithmus fiir Z Prozessoren kom-
plett zu verdndern.

Algorithmus von Peterson
Interesse: array [1,...,n] of Integer;
dran: [1,... ,n — 1] of Integer;

(* lokale Variablen *)
n: Anzahl Prozesse, i: Nummer des Prozessors, j Zahler

for j <+ 1tondo
Interesse [i] < j
dran[j] < i
wait until ((Vk # i : Interesse [k] < j) ok dran[j] # 1)
end do
| kritischer Abschnitt |
Interesse [i] 0

Beispiel
Jj=1 P Py Ps Py
Int[l] «—1 Int[2]«+1 Int[3]«< 1 Int[4]+1
dran[l] <~ 1 dran[l] <2 dran[l] +—3 dran[l] <4
Annahme: Prozess P, schreibt zuletzt in dran [1]

j=2 Intll]«2 Int2]«2 Int[3]« 2
dran[2] <~ 1 dran[2] < 2 dran[2] < 3
Annahme: Prozess P, schreibt zuletzt in dran [2]

j=3 Int[l] « 3 Int[3] « 3
dran[3] 1 dran[3] < 3
steht in wait until fest
Annahme: Prozess P; schreibt zuletzt in dran [3]

~» P3 hat alle n—1 Schritte der for-Schleife durchlaufen und darf in den kritischen Bereich
eintreten.

~> bei Austritt wird Interesse [3] < 0 gesetzt.

~» damit erster Teil der Berechnung von wait until fiir P; erfiillt, P, kommt zur Ausfithrung.
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